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Re´sume´ – Les estimateurs classiques de la pe´riode symbole de signaux de communications nume´riques sont fonde´s sur la
de´tection de fre´quences cycliques et peuvent pre´senter des performances insuffisantes lorsque l’exce`s de bande du signal module´
est faible. Dans cet article, nous montrons qu’une solution alternative initialement propose´e dans le cas de modulations line´aires,
peut eˆtre adapte´e au cas de modulations CPM (Continuous Phase Modulations). La proce´dure d’estimation ici propose´e repose
sur une caracte´risation explicite des filtres nume´riques qui, lorsqu’ils sont excite´s par un signal CPM filtre´ passe-bas, produisent
un signal de module constant : de tels filtres n’existent en effet que si la pe´riode d’e´chantillonnage du signal e´chantillonne´ est
e´gale a` la pe´riode symbole Ts.
Abstract – Classical estimators of the symbol rate of communication signals are based on the detection of cyclic frequencies.
These estimators may have a poor performance when the received signal has a slight excess bandwidth. In this paper, we show
that a different kind of estimator which has been recently proposed in case of linear modulations, can be adapted to the case of
Continuous Phase Modulated (CPM) signals. This estimation method is based on the characterization of the set of digital filters
that provide a constant modulus signals when the input is a (low-pass) filtered CPM signal : such filters exist only if the sample
rate of the received signal coincides with the symbol rate.
1 Position du proble`me
Les modulations a` phase continue (Continuous Phase
Modulations, CPM) sont particulie`rement inte´ressantes
du fait de leur grande efficacite´ spectrale et de leur pro-
prie´te´ de module constant. Elles sont notamment utilise´es
dans le syste`me de communications mobiles GSM, dans
le syste`me de communications mobiles Tetrapol, ainsi que
dans de nombreux syste`mes de communications militaires.
Nous supposons qu’un signal produit par un e´metteur
inconnu utilisant une modulation non-line´aire de type CPM
a e´te´ de´tecte´ et ramene´ en bande de base par rapport a`
la fre´quence d’accord du re´cepteur. Les parame`tres tech-
niques de la modulation (pe´riode symbole, indice de mo-
dulation, re´sidu de fre´quence porteuse, filtre de mise en
forme) sont inconnus, et le signal transmis par l’e´metteur
est de surcroˆıt perturbe´ par un canal de propagation a`
trajets multiples inconnu. Le contexte ge´ne´ral dans lequel
s’inscrit la pre´sente communication est celui de l’e´coute
passive. Il s’agit, a` partir du signal rec¸u e´chantillonne´,
de mettre en e´vidence des algorithmes permettant d’es-
timer les parame`tres inconnus, et d’extraire les symboles
transmis par l’e´metteur. Dans cet article, nous abordons
uniquement l’estimation aveugle de la pe´riode symbole.
Habituellement, l’estimation aveugle de la pe´riode sym-
bole Ts est effectue´e en exploitant la proprie´te´ de cyclo-
stationnarite´ des signaux de communications nume´riques :
ces me´thodes classiques, souvent appele´es me´thodes cy-
cliques, reposent en effet sur l’observation que la plus pe-
tite fre´quence cyclique du signal rec¸u correspond a` la vi-
tesse de modulation 1
Ts
. La de´tection des fre´quences cy-
cliques fournit donc une estime´e de la pe´riode symbole.
Toutefois, lorsque l’exce`s de bande du signal observe´ est
faible, la probabilite´ de fausse de´tection de la fre´quence
cyclique 1
Ts
augmente : les performances des me´thodes cy-
cliques peuvent alors eˆtre peu convaincantes.
Dans le cas ou` le signal observe´ est module´ line´airement,
une approche alternative fonde´e sur l’optimisation de fonc-
tions de contraste et permettant de palier a` ce proble`me a
re´cemment e´te´ propose´e dans [3]. Notre objectif consiste
a` montrer que cette me´thode, initialement propose´e pour
des modulations line´aires, peut eˆtre adapte´e au cas de mo-
dulations non-line´aires de type CPM.
2 Mode`le de signaux.
Dans la suite, nous de´signons par xa(t) le signal a` temps
continu (en re´alite´ son enveloppe complexe) transmis par
l’e´metteur. Ce signal re´sulte d’une modulation non line´aire
de type CPM, de sorte qu’il peut s’e´crire sous la forme
xa(t) = e
iψa(t) ou` la phase ψa(t) est donne´e par
ψa(t) = pih
∫ t
−∞
∑
n∈Z
anga(u− nTs) du (1)
= pih
∑
n∈Z
anφa(t− nTs). (2)
φa(t) de´signe ici la fonction φa(t) =
∫ t
−∞
ga(u)du. Dans
l’e´quation (1), la suite (an)n∈Z repre´sente la suite des sym-
boles transmis. Elle est suppose´e binaire (an = ±1 pour
tout n) et identiquement distribue´e. La fonction ga(t) est
appele´e filtre de mise en forme. Elle ve´rifie ga(t) = 0 si
t < 0 et si t > LTs, et∫ LTs
0
ga(t)dt = 1 (3)
Dans ces conditions, la fonction φa(t) =
∫ t
−∞
ga(u)du est
nulle pour t < 0, et vaut 1 si t > LTs. Le parame`tre h
est appele´ l’indice de la modulation, et se caracte´rise par
le fait que la variation de la phase ψa(t) occasionne´e par
un symbole an est e´gale a` pihan. Enfin, Ts est la pe´riode
symbole.
Hypothe`se :
Les re´sultats qui suivent reposent sur une caracte´risation
des filtres nume´riques qui, lorsqu’ils sont excite´s par un
signal CPM, produisent un signal de module constant. A
l’heure actuelle, cette caracte´risation a e´te´ effectue´e dans
[5] dans le cas de signaux CPM a` re´ponse comple`te, c’est-
a`-dire lorsque le parame`tre L est e´gal a` 1. Par conse´quent,
nous supposons a` partir de maintenant que L = 1.
Toutefois, il est raisonnable de conjecturer que les re´sultats
pre´sente´s ci-apre`s restent valides dans le cas de signaux
CPM a` re´ponse partielle, soit lorsque L > 1. Une partie
des re´sultats de simulation fournis a` la fin de ce re´sume´
concernent d’ailleurs le cas L > 1. Notons que la proce´dure
d’estimation propose´e ici sera pleinement justifie´e dans le
cas ge´ne´ral de`s lors que les re´sultats de [5] auront pu eˆtre
e´tendus au cas de signaux CPM a` re´ponse partielle.
Le cas L = 1 est particulie`rement simple car le signal
xa(t) se re´duit a` un signal module´ line´airement par la suite
(xn)n∈Z de´finie par
xn = exp ipih
(
n−1∑
k=−∞
ak
)
. (4)
Il est facile de se convaincre que la suite (xn)n∈Z est une
suite centre´e autore´gressive d’ordre 1, qui satisfait l’e´quation
xn+1 = exp(ipihan)xn, et qui ve´rifie bien entendu |xn| = 1
pour tout n. En utilisant les re´sultats de l’article [1], on
obtient alors imme´diatement que
xa(t) =
∑
n∈Z
xn+1 ca(t− nTs), (5)
ou` ca(t) est une fonction de support [0,2Ts] que l’on peut
exprimer en fonction de φa(t) de la manie`re suivante :
ca(t) =


sinpihφa(t)
sinpih si 0 ≤ t ≤ Ts,
sinpih(1−φa(t−Ts))
sinpih si Ts ≤ t ≤ 2Ts,
0 sinon.
(6)
Le signal transmis est distordu par un e´ventuel filtre
d’e´mission destine´ a` limiter la bande de xa(t) (en the´orie
infinie), par un canal de propagation inconnu, ainsi que
par le filtre de re´ception du re´cepteur. Nous supposons
pour simplifier que la fre´quence porteuse de l’e´metteur
est connue du re´cepteur et donc que le signal rec¸u a pu
eˆtre ramene´ en bande de base. En ne´gligeant l’effet du
bruit additif, l’enveloppe complexe ya(t) du signal rec¸u
peut donc se mettre sous la forme :
ya(t) =
∑
n∈Z
xn+1ha(t− nTs) (7)
ou` ha(t) re´sulte de la convolution entre ca(t), le filtre
d’e´mission destine´ a` limiter la bande passante du signal
transmis, le canal de propagation, et le filtre de re´ception.
Remarque :
A ce stade, il est important de remarquer que le signal
ya(t) est a` bande limite´e en raison de la pre´sence d’un filtre
passe-bas en e´mission et/ou en re´ception. Nous supposons
dans la suite que ce filtre est tel que la bande passante
unilate´rale de ya(t) soit infe´rieure a`
2
Ts
(exce`s de bande
infe´rieur a` 100 pour cent).
3 L’estimation aveugle de Ts.
L’estimation de Ts est couramment effectue´e par le biais
de me´thodes base´es sur la cyclostationnarite´ du signal
ya(t). Ces me´thodes, dites cycliques, reposent sur le fait
que 1
Ts
co¨ıncide avec la plus petite fre´quence cyclique stric-
tement positive de ya(t). Cependant, lorsque la bande
passante de ya(t) est a` peine supe´rieure a`
1
Ts
, le signal
ya(t) est nume´riquement proche d’un signal stationnaire,
et cette approche est bien connue pour donner alors des
re´sultats me´diocres. Ceci se produit notamment lorsqu’un
filtre passe-bas d’e´mission est utilise´ afin d’ame´liorer l’ef-
ficacite´ spectrale (hypothe`se souvent re´alise´e dans la pra-
tique), ou lorsque la fre´quence de coupure du filtre de
re´ception est proche de 12Ts .
La nouvelle approche que nous pre´sentons maintenant
est une adaptation au contexte des modulations CPM
d’une technique de´veloppe´e dans [3] (voir [4] pour la ver-
sion courte de [3]) dans le cas des modulations line´aires.
3.1 Re´sultat fondamental
La ge´ne´ralisation de l’approche de [3] au contexte des
CPM repose sur le re´sultat suivant.
The´ore`me 1 Supposons que la bande passante du signal
ya(t) soit infe´rieure a`
2
Ts
(exce`s de bande infe´rieur a` 100
pour cent). Supposons e´galement que la transforme´e de
Fourier Ha(f) de ha(t) ne s’annule pas dans l’intervalle
de fre´quence [− 12Ts ,
1
2Ts
]. Soit Te une pe´riode a` laquelle le
signal rec¸u ya(t) est e´chantillonne´e, et soit g(z) la fonc-
tion de transfert d’un filtre nume´rique fonctionnant a` la
cadence Te. On note zTe(n) la sortie du filtre g(z) excite´
par le signal e´chantillonne´ ya(nTe). Alors la fonction de
couˆt ζ(Te), de´finie par
ζ(Te) = inf
g(z)
(
lim
N→∞
1
N
N−1∑
n=0
(
|zTe(n)|
2 − 1
)2)
(8)
ve´rifie les deux conditions suivantes :
• ∀Te, ζ(Te) ≥ 0,
• ζ(Te) = 0 ⇔ Te = Ts.
Remarques :
• Notons d’abord que ζ(Te) est nul si et seulement si il
existe un filtre nume´rique g(z) tel que le signal de sortie
zTe(n) soit de module constant e´gal a` un. Le the´ore`me
pre´ce´dent signifie donc que si l’exce`s de bande du signal
rec¸u est infe´rieur a` 100 pour cent, et que l’on e´chantillonne
le signal rec¸u a` une cadence Te diffe´rente de Ts, alors on
ne peut pas trouver de filtre e´galiseur g(z) fonctionnant a`
la cadence Te qui, excite´ par ya(nTe), fournisse un signal
de module constant e´gal a` un. Inversement, un tel filtre
existe si Te = Ts.
• Bien entendu, l’hypothe`se la plus fondamentale est le
caracte`re bande limite´e de ya(t) qui est incompatible avec
la proprie´te´ de module constant en sortie d’e´galiseur de`s
que Te 6= Ts. Dans le cas de signaux CPM non-filtre´s a`
l’e´mission, un filtrage passe-bas de re´ception semble donc
essentiel afin de limiter autant que possible l’exce`s de
bande du signal rec¸u. Quand Te 6= Ts, on peut en effet
conjecturer que plus l’exce`s de bande du signal rec¸u est
rendu faible, plus la fonction de couˆt ζ(Te) est grande, ce
qui favorise e´videmment la de´tection de Ts.
• Bien qu’a` bande illimite´e, certains types de signaux
CPM n’ont qu’un tre`s faible exce`s de bande (autrement
dit, leur densite´ spectrale est non-nulle mais ne´anmoins
proche de ze´ro pour des fre´quences supe´rieures a` 12Ts ) : ce
cas se produit par exemple lorsque L est grand. Malgre´
les e´ventuels filtrages d’e´mission et de re´ception, on peut
intuitivement s’attendre a` l’existence de filtres e´galiseurs
g(z) tels que zTe(n) est de module quasi-constant, inde´pen-
damment de la pe´riode d’e´chantillonnage Te utilise´e. La
caracte´risation de Ts propose´e n’est donc pertinente que
lorsque la bande passante de ya(t) est significativement
plus faible que celle de xa(t).
3.2 Proce´dure d’estimation
Afin d’estimer Ts graˆce au the´ore`me 1, nous proposons
d’e´chantillonner le signal ya(t) a` une fre´quence initiale Ti,
puis de ge´ne´rer par interpolation le signal ya(nTe) pour
chaque valeur de Te appartenant a` une grille discre`te de
points bien choisie. Pour chaque Te, un CMA (Constant
Modulus Algorithm) permet de construire un e´galiseur
g(z) fonctionnant a` la cadence Te et qui minimise le crite`re
du module constant introduit par Godard dans [2]. La
valeur minimale du crite`re est e´gale a` ζ(Te). La figure
1 illustre le proce´de´ ci-dessus. On obtient alors un es-
timateur initial de la pe´riode symbole en cherchant le
point Tˆs de la grille pour lequel ζ(Te) est minimum. L’in-
conve´nient majeur de cette approche est e´videmment sa
complexite´ : elle ne´cessite en effet de mettre en œuvre un
e´galiseur en tout point de la grille, alors que les me´thodes
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Fig. 1 – Ge´ne´ration de la fonction de couˆt ζ(Te)
cycliques sont quant a` elles beaucoup moins complexes.
Cependant, une application telle que l’e´coute passive n’in-
duit pas ne´cessairement de contrainte de temps re´el, et
n’est donc pas incompatible avec l’utilisation de la me´thode
propose´e.
3.3 Comple´mentarite´ de la me´thode pro-
pose´e et des me´thodes cycliques
La fonction de couˆt ζ(Te) ne se preˆte pas a` une op-
timisation par algorithme du gradient. Si la densite´ de
la grille n’est pas suffisante pour produire un estimateur
de variance suffisamment faible, il est donc ne´cessaire de
re´ite´rer la proce´dure d’optimisation de ζ(Te) sur une grille
plus e´troite et centre´e sur la premie`re estime´e de Ts.
En revanche, les me´thodes cycliques permettent de mettre
en œuvre un algorithme du gradient. Toutefois, elles sont
base´es sur la minimisation d’une fonction de couˆt souffrant
de nombreux maxima locaux et ne´cessitent donc d’utiliser,
comme dans la me´thode propose´e, une recherche exhaus-
tive sur une grille afin de mettre en e´vidence une estime´e
initiale de Ts. Lorsque l’estime´e initiale ainsi obtenue ne
co¨ıncide pas avec le point de la grille le plus proche de
Ts (on parle alors de fausse de´tection), l’algorithme du
gradient peut eˆtre mis en e´chec.
Par conse´quent, une proce´dure globale d’estimation de
la pe´riode symbole consiste a` effectuer dans un premier
temps une recherche exhaustive en utilisant celle des deux
me´thodes mentionne´es qui fournit le plus faible pourcen-
tage de fausses de´tections, puis, dans un deuxie`me temps,
d’initialiser un algorithme du gradient base´ sur les me´thodes
cycliques. Il reste donc a` de´terminer par simulation le
pourcentage de fausses de´tections correspondant a` cha-
cune des me´thodes.
4 Simulations
Les tableaux suivants indiquent le pourcentage de fausses
de´tections sur la pe´riode symbole, pour chacune des me´thodes
teste´es. Les re´sultats obtenus font intervenir des signaux
1REC (i.e. le filtre de mise en forme ga(t) est donne´ par
ga(t) =
1
Ts
sur [0,Ts[ et ga(t) = 0 sinon) ou des signaux
3RC (i.e. le filtre de mise en forme est donne´ par ga(t) =
1
LTs
(1 − cos 2pit
LTs
)I0≤t≤LTs avec L = 3). Le signal est ob-
serve´ sur un intervalle de temps correspondant a` la trans-
mission de 1000 symboles. L’indice de modulation est e´gal
a` h = 0.7. On suppose de plus qu’un bruit gaussien de
densite´ spectrale de puissance e´gale a` N0 dans la bande
[− 1
Ts
, 1
Ts
] s’ajoute au signal ya(t). On note Eb l’e´nergie du
signal par bit.
En ce qui concerne la me´thode ici propose´e, nous utili-
sons un filtre e´galiseur a` 20 coefficients. 100 ite´rations
de CMA sont utilise´es pour en adapter les coefficients.
Nous supposons que la bande du signal rec¸u a e´te´ ap-
proximativement de´tecte´e et qu’un filtrage passe-bas de
re´ception dont la fre´quence de coupure FR correspond a`
cette bande est effectue´. Dans les simulations suivantes,
FR = 0.6/Ts. En outre, lorsque Te > 1/2FR, nous impo-
sons avant e´chantillonnage a` Te un filtrage dans la bande
[− 12Te ,
1
2Te
]. En ce qui concerne la me´thode cyclique, nous
nous contentons d’un filtrage de re´ception dans la bande
[− 1
Ts
, 1
Ts
]. La me´thode cyclique utilise´e ici consiste a` de´tecter
la premie`re raie de l’autocorre´lation cyclique de la fre´quence
instantane´e du signal rec¸u ya(t). Ce choix se justifie par
le fait que la fre´quence instantane´e posse`de toujours 1/Ts
comme plus petite fre´quence cyclique positive et que sa
bande passante est en ge´ne´ral plus grande que celle du
signal module´.
Eb/N0 Meth. propose´e Meth. Cyclique
20dB 2 1.5
15dB 2 2.5
10dB 3 4
(a) Modulation 1REC
Eb/N0 Meth. propose´e Meth. Cyclique
20dB 13 29
15dB 13 47
10dB 20 72
(b) Modulation 3RC
Tab. 1 – Pourcentage de fausses de´tections - h = 0,7
Les deux me´thodes donnent de meilleurs re´sultats dans
le cas de modulations 1REC que dans le cas 3RC : en ce
qui concerne la me´thode cyclique, cette constation n’est
en rien surprenante dans la mesure ou` les signaux 1REC
ont un exce`s de bande plus important que les signaux
3RC. Cette observation permet e´galement de confirmer
que la me´thode propose´e fournit elle aussi des perfor-
mances d’autant meilleures que la modulation CPM consi-
de´re´e a un exce`s de bande important. D’autre part, nous
remarquons que les performances des deux me´thodes sont
proches dans le cas de signaux 1REC. En revanche, pour
une modulation 3RC, le nombre de fausses de´tections est
significativement plus faible avec la me´thode propose´e.
Enfin, la me´thode propose´e est moins pe´nalise´e par la di-
minution du rapport signal a` bruit que la me´thode cy-
clique utilise´e.
5 Conclusion
Dans cet article, nous montrons comment l’estimateur
de la pe´riode symbole propose´e dans [3] dans le cas de
modulations line´aires peut eˆtre adapte´ au cas de signaux
CPM. La me´thode repose sur l’hypothe`se essentielle qu’un
filtrage passe-bas a eu lieu a` l’e´mission ou a` la re´ception.
Dans ce cas, un filtre e´galiseur nume´rique ne peut don-
ner un signal de module constant en sortie que lorsque
la pe´riode d’e´chantillonnage correspond a` la pe´riode sym-
bole. Cette approche, bien que couˆteuse en complexite´,
permet de re´duire le nombre de fausses de´tections dont
souffrent les me´thodes cycliques lorsque l’exce`s de bande
du signal module´ est faible.
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A E´le´ments de preuve du
The´ore`me 1
Comme (7) le montre, ya(t) peut eˆtre interpre´te´ comme
un signal module´ line´airement par les pseudo-symboles
(xn)n∈Z. Cependant, cette suite n’e´tant pas i.i.d., la preuve
du the´ore`me 1 fournie dans [3] ne peut eˆtre directement
e´tendue a` notre contexte. Ici, la preuve du the´ore`me est
fonde´e sur une caracte´risation des filtres qui, lorsqu’ils
sont excite´s par un signal CPM, produisent un signal de
module constant. Ce re´sultat est pre´sente´ dans [5].
Soit Te une pe´riode d’e´chantillonnage telle que pour
tout n, |zTe(n)| = 1. On de´signe par (gk)k∈Z les coeffi-
cients du filtre e´galiseur g(z) =
∑
k gkz
−k. Le signal a`
temps discret zTe(n) peut eˆtre interpre´te´ comme la ver-
sion e´chantillonne´e au rythme Te d’un signal analogique
za(t) de´fini de la manie`re suivante :
za(t) =
∑
n∈Z
xn+1 fa(t− nTs),
ou` fa(t) =
∑
k gkha(t− kTs). Du fait de la pre´sence d’un
filtre d’e´mission et/ou de re´ception, le filtre de re´ponse
impulsionnelle fa(t) est a` bande limite´e : conforme´ment
aux hypothe`ses du the´ore`me 1, nous supposons que sa
transforme´e de Fourier Fa(f) est nulle de`s que |f | ≥
2
Ts
.
Les re´sultats de [5] permettent aise´ment de de´montrer que
cette dernie`re proprie´te´ est incompatible avec la condition
“|zTe(n)| = 1 ∀n” de`s lors que Te n’est pas multiple de Ts.
